Hoofdstuk 6

Modus
De waarneming die het meeste voorkomt.
voorbeeld 1: De waarnemingen zijn 2, 3, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 7 en 8.
De waarneming 5 komt het meeste (driemaal) voor, dus de modus is 5.
(Kijk maar: 2,3,4,5,5,5,6,6,7,8).
voorbeeld 2: De waarnemingen zijn 1, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 9 en 10.
De waarnemingen 3 en 6 komen elk tweemaal voor. Er is dus geen modus.
(Kijk maar: 1,2,3,3,4,5,6,6,7,8,9,10).
Gemiddelde:
Het gemiddelde van een rij getallen is de som van al die getallen gedeeld door het aantal getallen.
Voorbeeld 1: De waarnemingen zijn 3, 4, 5, 7, 8, 9 en 10. 
Het gemiddelde is (3+4+5+7+8+9+10):7 = 36:7 = 5,14
Voorbeeld 2:
	aantal goed
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	frequentie
	2
	3
	6
	9
	5
	2


In bovenstaande frequentietabel staat het aantal leerlingen dat een aantal opgaven goed hebben. In dit geval zijn er 2 leerlingen die 0 vragen goed hebben. Er zijn 3 leerlingen die 1 vraag goed hebben. Wanneer we nu het gemiddelde willen berekenen moeten we eerst weten hoeveel goede vragen in totaal gemaakt zijn.
2 leerlingen: 0, dus 2x0 = 0 vragen goed
3 leerlingen: 1, dus 3x1 = 3 vragen goed
6 leerlingen: 2, dus 6x2 = 12 vragen goed
9 leerlingen: 3, dus 9x3 = 27 vragen goed
5 leerlingen: 4, dus 5x4 = 20 vragen goed
2 leerlingen: 5, dus 2x5 = 10 vragen goed
Het totaal aantal leerlingen is 2+3+6+9+5+2 = 27 leerlingen.
Het totaal aantal vragen goed is 0+3+12+27+20+10 = 72 vragen goed.
Het gemiddelde is 72:27 = 2,67 vragen goed.
Mediaan
De middelste waarneming als alle waarnemingen op volgorde staan.
voorbeeld 1: De waarnemingen zijn 2, 4, 4, 4, 5, 6, 7, 8, 8, 8 en 9.
Alle waarnemingen staan op volgorde en de middelste waarneming is 6. De mediaan is dus 6.
(Kijk maar: 2,4,4,4,5,6,7,8,8,8,9).
voorbeeld 2: De waarnemingen zijn 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 7, 7 en 7.
Alle waarnemingen staan op volgorde. Er is niet één middelste waarneming, maar er zijn twee middelste waarnemingen (5 en 6). Het gemiddelde van die twee waarnemingen is 5½. De mediaan is dus 5½.
(Kijk maar: 2,3,3,4,5,6,7,7,7,7).
voorbeeld 3: De waarnemingen zijn 4, 6, 1, 8, 3, 4, 7 en 9.
Eerst alle waarnemingen op volgorde zetten: 1, 3, 4, 4, 6, 7, 8 en 9.
Alle waarnemingen staan nu op volgorde. Er is niet één middelste waarneming, maar er zijn twee middelste waarnemingen (4 en 6). Het gemiddelde van die twee waarnemingen is 5. De mediaan is dus 5.
(Kijk maar: 1,3,4,4,6,7,8,9).
Spreidingsbreedte
De hoogste waarneming min de laagste waarneming.
voorbeeld: De waarnemingen zijn 3, 7, 5, 4, 8, 4, 6, 9, 2, 3 en 4.
De hoogste waarneming is 9. De laagste waarneming is 2. De spreidingsbreedte is 9-2=7.
Frequentietabel
Hierin zet je de waarnemingen neer en het aantal malen dat een waarneming voorkomt. Eventueel kun je tussen de waarnemingen en de frequentie turven hoeveel maal een bepaalde waarneming voorkomt.
voorbeeld: De waarnemingen zijn 1, 2, 2, 3, 3, 1, 1, 3 en 1.
In een frequentietabel zet je eerst de verschillende waarnemingen op volgorde. Daarna kun je eventueel turven. De frequentie is het totaal aantal maal dat een bepaalde waarneming voorkomt.
	waarneming 
	turven 
	frequentie 

	1
2
3 
	////
//
/// 
	4
2
3 


In een tabel kunnen absolute aantallen gegeven zijn. Dit zijn dan de werkelijke aantal, al dan niet afgerond. Soms worden de relatieve aantallen gegeven. Dat zijn verhoudingsgetallen, meestal zijn dat procenten.
Klassenindeling
Als je veel waarnemingen hebt, bijvoorbeeld 6000, dan is het handig om een klassenindeling te maken. Stel dat je aan het kijken bent naar de lengte van verschillende personen. Dan zou je een klassenindeling gaan maken met als klassenbreedte 10 cm. Je klassenindeling zou er dan als volgt uit kunnen zien:
150 tot en met 159, 160 tot en met 169, 170 tot en met 179, 180 tot en met 189.
Al je berekeningen met betrekking tot modus, mediaan en kwartielen blijven hetzelfde. Alleen als je het gemiddelde gaat berekenen dan gebruik je van elke klasse de klassenmidden. Dus van bovenstaande klassenindeling gebruik je dus de volgende klassenmiddens:
150 tot en met 159, het klassenmidden wordt (150+159):2 = 154,5.
160 tot en met 169, het klassenmidden wordt (160+169):2 = 164,5.
170 tot en met 179, het klassenmidden wordt (170+179):2 = 174,5.
180 tot en met 189, het klassenmidden wordt (180+189):2 = 184,5.
Met deze klassenmiddens bereken je dan het gemiddelde. Je vermenigvuldigt het klassenmidden met de frequentie van die klasse. 
Voorbeeld: 
	Klasse:
150 - 159
160 - 169
170 - 179
180 - 189
	Frequentie:
12
7
14
8
	Klassenmidden:
154,5
164,5
174,5
184,5
	Frequentie x Klassenmidden:
12 x 154,4 = 1854
7 x 164,5 = 1151,5
14 x 174,5 = 2966,5
8 x 184,5 = 1476


Het gemiddelde kun je nu met behulp van de klassenmiddens als volgt berekenen.
Tel eerst de totale frequentie op. Dus: 12+7+14+8 = 41.
Tel dan het totaal op van de kolom 'Frequentie x Klassenmidden'.
Dus: 1854+1151,5+2966,5+1476 = 7448.
Het gemiddelde is dan 7448:41 = 181,66.
Hieronder staat de uitleg over het tekenen van een aantal verschillende diagrammen.
Beelddiagram:
Hieronder zie je een beelddiagram. De hoeveelheid wordt aangegeven met plaatjes. Voordeel van een beelddiagram is dat het cijfermateriaal overzichtelijk wordt gepresenteerd. Hierbij moet je goed opletten en kijken wat 1 plaatje (in dit geval boek) nu eigenlijk inhoud. In het voorbeeld hieronder houdt het in dat één boek in werkelijkheid 2000 boeken zijn.
Voorbeeld:
	Jaar 
	  
	  
	  
	  

	2003 
	((((( 
	((((( 
	((((( 
	((((( 

	2002 
	((((( 
	((((( 
	((((( 
	(((( 

	2001 
	((((( 
	((((( 
	((((( 
	( 

	0 
	10000 
	20000 
	30000 
	40000 

	Aantal verkochte boeken per jaar (( staat voor 2000 boeken) 


Zo kun je in bovenstaand diagram aflezen dat er 38000 boeken zijn verkocht in het jaar 2002.
Lijndiagram
Bij het tekenen van een lijndiagram moet je de volgende punten in de gaten houden:
1. Teken een horizontale as met de gegevens van de bovenste rij van de tabel. Neem steeds even grote stapjes.
2. Teken een verticale as. Kijk naar het grootste getal en maak een handige verdeling. Maak de as niet te lang. Je mag gebruik maken van de zaagtand.
3. Zet bij de assen waar het over gaat.
4. Teken de punten uit de tabel.
5. Teken de grafiek door deze punten.
Voorbeeld:
Kim heeft nu 5 euro op haar spaarrekening staan. Elke week spaart zij van haar zakgeld 3 euro.
	aantal weken (A)
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	gespaard bedrag (B)
	5
	8
	11
	14
	17
	20


De gegevens kun je in een grafiek zetten. Je krijgt dan onderstaande grafiek.

Interpoleren:
Bij een serie waarnemingen een tussenliggende waarde schatten.
voorbeeld: Je beschikt alleen over de volgende gegevens.
	Jaar
	1960 
	1970 
	1980 
	1990
	1995 

	Aantal inwoners (in miljoenen) 
	5,5
	5,9 
	6,7 
	7,8 
	8,4 


Gevraagd: Hoeveel inwoners waren er in 1984? 
1984 weet je niet. Wat je wel weet is: 
1980 = 6,7
1990 = 7,8
Dit houdt in dat er in 10 jaar 1,1 miljoen inwoners bij zijn gekomen. Je rekent uit wat dat is voor één jaar.
1,1:10 = 0,11 miljoen inwoners.
1984 ligt 4 jaar van 1980. Dus de schatting wordt 6,7+0,11x4 jaar = 7,14.
Het jaar 1984 ligt in de tabel tussen twee waarden. We noemen dit interpoleren.
Extrapoleren:
Bij een serie waarnemingen een waarde schatten die buiten de serie waarnemingen ligt.
voorbeeld: Je beschikt alleen over de volgende gegevens:
	Jaar
	1960 
	1970 
	1980 
	1990
	1995 

	Aantal inwoners (in miljoenen) 
	5,5
	5,9 
	6,7 
	7,8 
	8,4 


Gevraagd: Hoeveel inwoners zijn er in 2001?
Dit jaar ligt buiten deze tabel, dus dit noemen we extrapoleren.
1990 = 7,8
1995 = 8,4
In 5 jaar is er 0,6 bijgekomen. Dit houdt in dat er per jaar 0,6:5 = 0,12 bijkomt.
Het jaar 2001 ligt 6 jaar vanaf 1995. Dus via extrapoleren krijgen we 8,4+0,12x6 jaar = 9,12 miljoen inwoners.
Staafdiagram
Bij het tekenen van een staaf diagram moet je de volgende stappen onthouden. 
1. Teken een horizontale as met de gegevens van de bovenste rij van de tabel. Let op de staven staan los van elkaar.
2. Teken een verticale as. Kijk naar het grootste getal en maak een handige verdeling. Maak de as niet te lang.
3. Zet bij de assen waar het over gaat.
4. Teken de staven los van elkaar.
5. Zet er een opschrift bij.
Voorbeeld:
Op school zijn er de volgende aantal eerste klas-leerlingen:
48 leerlingen tweetalig onderwijs (TTO).
29 leerlingen gymnasium (G).
151 leerlingen brugklas HAVO/VWO (HV).
117 leerlingen brugklas VMBO-TL/HAVO (TH).
Aan de hand van een frequentietabel maak je een staafdiagram.
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Cirkeldiagram
Bij het teken van een cirkeldiagram kom er iets meer bij kijken. Ik leg dit uit aan de hand van hetzelfde voorbeeld als hierboven.
Voorbeeld: Op school zijn er de volgende aantal eerste klas-leerlingen:
48 leerlingen tweetalig onderwijs (TTO).
29 leerlingen gymnasium (G).
151 leerlingen brugklas HAVO/VWO (HV).
117 leerlingen brugklas VMBO-TL/HAVO (TH).
Wanneer we hier een cirkeldiagram van gaan tekenen, dan moeten we eerst de gegevens in een tabel zetten. Hierbij vermelden we meteen het totaal.
Reken hierna uit hoeveel graden ieder soort onderwijs is.
	Soort onderwijs 
	TTO 
	G 
	HV 
	TH 
	Totaal 

	Aantal leerlingen 
	48 
	29 
	151 
	117 
	345 

	Aantal graden 
	50° 
	30° 
	158° 
	122° 
	360° 


Het aantal graden kan je als volgt uitrekenen: 
Je weet dat een hele cirkel 360° heeft. Dus
48:345x360 = 50°.
29:345x360 = 30°.
151:345x360 = 158°.
122:345x360 = 122°.
Nu kan je de hoeken binnen een cirkel tekenen.
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Steelbladdiagram
Voorbeeld:
Een klas heeft de volgende proefwerkcijfers gehaald:
3,6 - 4,1 - 4,7 - 4,8 - 5,0 - 5,0 - 5,2 - 5,4 - 5,6 - 5,7
5,9 - 6,2 - 6,2 - 6,2 - 6,4 - 6,5 - 6,5 - 6,6 - 6,8 - 6,9
7,4 - 7,6 - 7,7 - 7,8 - 7,8 - 8,8 - 8,8 - 8,9 - 9,0 - 9,6. 
Bij het tekenen van een steelbladdiagram moet je eerst twee kolommen maken. Aan de linkerkant vermeld je in dit geval de hele cijfers die voorkomen. Aan de rechterkant komen de kommagetallen van de proefwerkcijfers gezet. Het proefwerkcijfer 5,9 wordt achter de 5 gezet, want het hele cijfer is 5 en de 9 komt aan de rechterkant, want dat is het kommagetal. Bij het proefwerkcijfer 4,1 zet je het cijfer 1 achter de 4. Bij het proefwerkcijfer 9,6 zet je een 6 achter de 9.
Hieronder is dat gedaan voor alle proefwerkcijfers. Wanneer je de getallen in het steelbladdiagram zet, dan moeten ze op volgorde (van klein naar groot).
	steel 
	blad 

	3
4
5
6
7
8
9 
	6
1,7,8
0,0,2,4,6,7,9
2,2,2,4,5,5,6,8,9
4,6,7,8,8
8,8,9
0,6 


Eerste kwartiel
De mediaan van de eerste helft van de waarnemingen.
Derde kwartiel
De mediaan van de tweede helft van de waarnemingen.
Kwartielafstand
Verschil tussen het derde en eerste kwartiel.
Spreidingsbreedte
De hoogste waarneming min de laagste waarneming.
voorbeeld:  3,7,5,4,8,4,6,9,2,3,4.
De hoogste waarneming is 9. De laagste waarneming is 2. De spreidingsbreedte is 9-2=7.
Boxplot
In een boxplot komen:
* de laagste waarneming (L)
* het eerste kwartiel (K1)
* de mediaan (M)
* het derde kwartiel (K3)
* de hoogste waarneming (H).
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Elk boxplotgebied bevat ongeveer 25% van het aantal waarnemingen.
Opgave

1.
Volgens het opschrift bevat een pak koffie 500 gram. Om dit te controleren heeft de consumentenbond 100 pakken koffie gewogen.
	inhoud in grammen
	frequentie

	480 tot 490
	5

	490 tot 500
	12

	500 tot 510
	45

	510 tot 520
	34

	520 tot 530
	3

	530 tot 540
	1


A.  Geef een benadering hoeveel gram koffie er gemiddeld, afgerond op hele grammen, in een pak koffie zit.
B.  Teken een staafdiagram bij de tabel.
C.  Maak een schatting van het aantal pakken koffie met minder dan 515 gram koffie. 
2.
Een bioloog is geïnteresseerd in een bepaalde bomen. Om iets over de hoogte van die bomen, in meters nauwkeurig, te weten, heeft hij de hoogte van 30 bomen (van vijf jaar oud) gemeten.
	5,7
	6,3
	6,2
	4,5
	7,2
	8,9

	5,8
	7,2
	7,4
	6,1
	5,9
	4,8

	9,2
	7,4
	6,5
	6,8
	5,4
	4,9

	6,5
	6,8
	7,3
	7,0
	5,9
	7,3

	5,7
	7,5
	8,4
	5,7
	6,1
	6,8


A.  Neem klassen vanaf 4,5 tot 5,0, vanaf 5,0 tot 5,5, vanaf 5,5 tot 6,0 enzovoort en maak een frequentietabel.
B.  Welke klasse is de modale klasse.
C.  Benader met behulp van klassenmiddens de gemiddelde hoogte van de bomen op 1 decimaal nauwkeurig.  
3.
Gegeven is een rij getallen: 3, 4, 7, 7, 9, 9, 9, 10, 11, 12, 13, 14.
A.  Bereken het gemiddelde
B.  Geef de modus.
C.  Geef de mediaan.
D.  Bereken de spreidingsbreedte.
E.  Bereken het eerste kwartiel. 
F.  Bereken het derde kwartiel.
G.  Bereken de kwartielafstand.
H.  Teken het boxplot. 

Bij alle getallen van opgave 4 wordt 5 opgeteld. Wat gebeurt er dan met:
I.  het gemiddelde.
J.  de modus.
K.  de mediaan.
L.  de spreidingsbreedte.
M.  het eerste kwartiel.
N.  het derde kwartiel.
O.  de kwartielafstand.
Bij alle getallen van opgave 4 wordt 20% opgeteld. Wat gebeurt er dan met:
P.  het gemiddelde.
Q.  de modus.
R.  de mediaan.
S.  de spreidingsbreedte.
T.  het eerste kwartiel.
U.  het derde kwartiel.
V.  de kwartielafstand.
4.
Gegeven is een rij getallen: 1, 2, 3, 10, 10, 17, 18, 39.
A.  Bereken het gemiddelde
B.  Geef de modus.
C.  Geef de mediaan.
D.  Bereken de spreidingsbreedte.
E.  Bereken het eerste kwartiel. 
F.  Bereken het derde kwartiel.
G.  Bereken de kwartielafstand.
H.  Teken het boxplot. 
5.
Gegeven is een rij getallen: 22, 25, 26, 27, 34, 37, 46.
A.  Bereken het gemiddelde
B.  Geef de modus.
C.  Geef de mediaan.
D.  Bereken de spreidingsbreedte.
E.  Bereken het eerste kwartiel. 
F.  Bereken het derde kwartiel.
G.  Bereken de kwartielafstand.
H.  Teken het boxplot.
6.
Gegeven is een rij getallen: 122, 145, 165, 166, 201, 211, 400, 410, 500.
A.  Bereken het gemiddelde.
B.  Geef de modus.
C.  Geef de mediaan.
D.  Bereken de spreidingsbreedte.
E.  Bereken het eerste kwartiel. 
F.  Bereken het derde kwartiel.
G.  Bereken de kwartielafstand.
H.  Teken het boxplot.
7.
In een klas zitten 25 leerlingen. Tijdens een repetitie wiskunde was 1 leerling ziek. Het gemiddelde van de repetitie was precies 7. De zieke leerling heeft de repetitie later ingehaald.
A.  Hoe groot kan het gemiddelde van de hele klas maximaal worden? 
B.  Hoe groot kan het gemiddelde van de hele klas minimaal worden?
8.
Onder 160 VMBO-3 leerlingen (60% meisjes) is een onderzoek gehouden naar het aantal minuten dat ze voor de laatste repetitie wiskunde hebben geleerd. Het resultaat zie je in het boxplot hieronder.
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A.  Hoe groot is de spreidingsbreedte?
B.  Hoe groot is de kwartielafstand? 
C.  Hoeveel procent van de leerlingen heeft meer dan 1 uur en 20 minuten op de repetitie geleerd?
D.  Hoeveel leerlingen hebben tussen de 30 en de 60 minuten op de repetitie geleerd?
Hieronder staat het resultaat van de repetitie wiskunde.
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E.  Hoeveel meisjes hebben minder dan een 5,6 gehaald?
F.  Hoeveel jongens hebben meer dan een 5,6 gescoord?
G.  Geef een argument waaruit blijkt dat de meisjes de repetitie beter gemaakt hebben.
Uitwerkingen

1.
A.  5x485=2425
12x495=5940
45x505=22725
34x515=17510
3x525=1575
1x535=535
Het totaal is 50710. Het gemiddelde is 50710:100 = 507,10 gram.
Er zit ongeveer 507 gram koffie in een pak koffie.
B.
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C.  510-tot-515 is de helft van 510-tot-520. Daarom nemen we de helft van 34 pakken koffie. 5+12+45+17 = 79. 

2.
A.
	klasse in meters
	frequentie

	vanaf 4,5 tot 5,0
	3

	vanaf 5,0 tot 5,5
	1

	vanaf 5,5 tot 6,0
	6

	vanaf 6,0 tot 6,5
	4

	vanaf 6,5 tot 7,0
	5

	vanaf 7,0 tot 7,5
	7

	vanaf 7,5 tot 8,0
	1

	vanaf 8,0 tot 8,5
	1

	vanaf 8,5 tot 9,0
	1

	vanaf 9,0 tot 9,5
	1


B.  De modale klasse is vanaf 7 tot 7,5 meter.
C.  
3x4,75=14,25
1x5,25=5,25
6x5,75=34,50
4x6,25=25,00
5x6,75=33,75
7x7,25=50,75
1x7,75=7,75
1x8,25=8,25
1x8,75=8.75
1x9,25=9,25
Het totaal is 197,50. Dat is gemiddeld 197,50:30 = 6,6 meter. 
3.
A.  het gemiddelde is 108:12 = 9
B.  de modus is 9
C.  de mediaan is 9
D.  de spreidingsbreedte is 14-3 = 11
E.  het eeste kwartiel is 7
F.  het derde kwartiel is 11,5
G.  de kwartielafstand is 11,5-7 = 4,5
H.
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I.  het gemiddelde wordt 5 groter (wordt 14)
J.  de modus wordt 5 groter (wordt 14)
K.  de mediaan wordt 5 groter (wordt 14)
L.  de spreidingsbreedte blijft gelijk (blijft 11)
M.  het eerste kwartiel wordt 5 groter (wordt 12)
N.  het derde kwartiel wordt 5 groter (wordt 16,5)
O.  de kwartielafstand blijft gelijk (blijft 4,5)
Alles wordt 20% groter (vermenigvuldigen met 1,20)
P.  gemiddelde is 9x1,20 = 10,8
Q.  modus 9x1,2 = 10,8
R.  mediaan 9x1,2 = 10,8
S.  spreidingsbreedte 11x1,2 = 13,2
T.  eerste kwartiel = 7x1,2 = 8,4
U.  derde kwartiel = 11,5x1,2 = 13,8
V.  kwartielafstand = 4,5x1,2 = 5,4 
4.
A.  gemiddelde = 84:8 = 10,5
B.  modus = 10
C.  mediaan = 10
D.  spreidingsbreedte = 39-1 = 38
E.  eerste kwartiel = 2,5
F.  derde kwartiel = 17,5
G.  kwartielafstand = 17,5-2,5 = 15
H.  boxplot: 
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5. 
A.  gemiddelde = 217:7 = 31
B.  modus is er niet
C.  mediaan = 27
D.  spreidingsbreedte = 46-22 = 24
E.  eerste kwartiel = 25,5
F.  derde kwartiel = 35,5
G.  kwartielafstand = 10
H.  boxpot:
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6.
A.  gemiddelde = 2320:9 = 257,8
B.  modus is er niet
C.  mediaan = 201
D.  spreidingsbreedte = 378
E.  eerste kwartiel = 165
F.  derde kwartiel = 400
G.  kwartielafstand = 235
H.  boxplot:
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7.
A.  De 24 leerlingen die de repetitie gemaakt hebben, hebben samen 24x7 = 168 punten gehaald.
Als de laatste leerling een 10 heeft, wordt het gemiddelde 178:25 = 7,1.
B.  Als de laatste leerling een 1 heeft, wordt het gemiddelde 169 : 25 = 6,8.
8.
A.  2 uur en 20 minuten.
B.  van 30 min. tot 1 uur en 20 min. is 50 minuten.
C.  25%.
D.  25% van 160 = 40 leerlingen.
E.  60% van 160 leerlingen is 96 meisjes. 25% hiervan is 24 meisjes.
F.  40% van 160 leerlingen is 64 jongens. 50% hiervan is 32 jongens.
G.  Bij de meisjes heeft ongeveer 25% een onvoldoende, bij de jongens is dat bijna 50%. 
